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1. Giris

Monte Carlo Tahmin Yontemi

Kumarhaneleri ile {inlii Monoca Prensligi’nin bir kentinin ad1 olan
“Monte Carlo”(MC), ilk kez 1940’larda A.B.D.’nin Los Alamos
eyaletinde niikleer silah dizgeleri iizerine c¢alisan John von
Neumann(1903-1957), Ulam ve Metropolis gibi bilimciler
tarafindan, bir grup matematiksel yontemleri nitelendirmek i¢in
kullanildi. Bu yontemleri ayni amaca yonelik diger sayisal
yontemlerden ayiran temel 6zellikleri, s6z konusu problemi sanal
bir rulet tekerlegi ile oynanan bir tiir sans oyununa doniistiirerek,
problemin yaklasik ¢oziimlerini Uretmeleridir. Bu yaklasik
¢Oziime, sanal rulet tekerleginin irettigi rassal sayilardan
problemin ¢ok biiyiik sayilarda 6zel ¢oziimleri elde edilerek,
istatistik  biliminin  temel yasast olan  Buyiik  Sayilar
Yasasy(BSY)’sinin mantig1 ile ulagilir.

MC yontemler, matematiksel olarak modellenebilen ve
dogasinda olasilik bulunan gercek dizgelere iliskin olaylara
oldugu kadar, olasilik icermeyen ¢ok boyutlu belirli tiimlevler
gibi tiimi ile soyut salt matematiksel problemlere de uygulanir.
Olasilik igersin veya igermesin, yaklasik ¢0ziimii aranan bu
sorunlarin timd, “bir olgiimote tahmin sorunu’ niteligindedir.

“MC Tahmin” adiyla bilinen bu yontemlerin kapsaminda
ele aliabilen timi ile soyut salt matematiksel problemlerin
sayisal yaklasik degerlerini bulmak i¢in yeterli sayida ozel ¢oziim
tiretmede genelde bir sikint1 yoktur. Dogasinda olasilik bulunan
gercek dizgelerin, s6z konusu sorunun yaklasik ¢oziimii igin
gerekli sayida 6zel ¢oziimlerini elde etmek ise, s6z konusu rassal
olayin gercek deneme maliyetinin zaman ve kaynak agisindan ¢ok
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diisiik oldugu sans oyunlar1 gibi durumlar disinda pek olasi
degildir.

Gergek ve Sanal Gergek

Ancak, bir dizgenin gergegi yerine, onun benzeri olan
matematiksel modeli iizerinden BSY mantiginin islerlik
kazanmas: i¢in gerekli olan yeterli sayida séz konusu ozel
¢Ozlimler Tretilebilir. Bir dizgenin matematiksel modeli, s6z
konusu modelin igerdigi tiim varsayimlarin gecerli oldugu, bir
sanal gergektir. Bir dizgenin gercegini gozlemek yerine, onun
modeline gore sanal gercegini liretmeye ise benzetim denir.
Gergek bir deneydeki gozlem degerleri, somut bir yigindan
rasgele ornekleme ile elde edilen birimlerin s6z konusu
ozelliklerinin ol¢iilen degerleri, sanal bir deneydeki sanal gozlem
degerleri ise, sanal gercegin modelindeki girdi niteligindeki
degisgenlerin olasilik dagilimlarindan rasgele ornekleme ile
hesaplanan degerlerdir. Bir dizgeye iliskin sanal gercege gore
tanimlanmis sorunlarin yaklasik ¢oziimlerini MC yontemle elde
etmede de, tiimii ile soyut salt matematiksel sorunlarin sayisal
yaklagik degerlerini bulmak icin yeterli sayida o6zel ¢oziim
tiretmede oldugu gibi bir sikinti yoktur. MC yontemlerin salt
matematiksel sorunlarin sayisal yaklasik degerlerini bulma amaci
ile kullanim1 “MC Hesaplama™; gercek dizgeler yerine sanal
gerceklerinin - benzetimle  iretilerek, dizgeyi tanimlayan
Olctimotelerin tahmin sorunlarinin ¢éziimiinde kullanimi ise “MC
Benzetim” olarak bilinir.

Tiimii ile gergek dizgeler, ancak s6z konusu dizge gercek
ortamda gozlenerek modellenebilir. Modellenmis dizgelerin alt-
dizgelerini olusturdugu iist-diizey sanal dizgeler tasarlanabilir.
Tasarim asamasindaki bu sanal dizgelerin ¢iktisina iligkin
Otedl¢lim tahminlerinin elde edilmesinin s6z konusu oldugu her
tirli problemin yaklasik ¢oziimleri, s6z konusu dizgenin
canlandirildigr sanal bir deneyin benzetim verilerinden MC
yontemlerle elde edilir. Tasarlanan bir dizgenin sanal ortamdan
gercek ortama aktarilmasi, MC benzetim geg¢idinden basari ile
gecebilmesine baglidir. Sanal atom bombasi MC sinamalardan
basar1 ile gectikten sonra, 1944°de Los Alamos ¢dllerinde ilk
atom bombasi denendi. Savas sonrasinda ise, tim sanal niikleer
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savas benzetimleri boyle bir savasin galibi olamayacagini
gosterdigi icin, soguk savas doneminde niikleer silahlar, bu
teknolojiye sahip olmayanlara “aba altindan gosterilen” kagittan
sopalara doniistii.

Artik giinlimiizde, kuramsal tasarimi yapilan her dizgenin
gercekten denenmeden Once siki bir sanal deney asamasindan
basar1 ile gecmesi 6n kosuldur. Sanal bir deneyle, tasarim
asamasindaki bir dizge canlandirilarak, istenen her kosulda
dizgenin isleyisi incelenebilir. MC benzetim simmamalarindan
basari ile gegtikten sonra, bir dizgenin gercek ortamda gézlenecek
davranisi ile sanal deney asamasindaki davranisi arasindaki fark,
dizgenin modeli ile dizgenin kendisi arasindaki fark kadardir.
Baska bir deyisle, sanal deneyin temelini olusturan bir dizgeye
iliskin modelin hatasi1 ne kadar az ise, s6z konusu dizgeye iliskin
sanal deneyle elde edilen bilgi ile o dizgeye iliskin olarak
gerceklestirilecek bir deneyden elde edilecek bilgi ile o kadar ¢ok
ortiisecektir. Bu aciklamalarin 1s18inda, MC yontemlerin, nicel
temeli olan her tlrlii kuramsal bilginin sanal verilerle
sinanmasinda giivenle kullanilabilecegi agiktir.






2. Monte Carlo Tahmin
2.1 Monte Carlo Ornek

Yeterince biiyiik bir n sayidaki, bir birinden bagimsiz ve ayni
bagilimli(b.a.d.) rassal degisgenler dizisinin olusturdugu bir

stirecine iligkin,

gbzlem degerleri elde edilebiliyorsa, X’in beklenen degeri

icin, (2)’deki n capli MC ornegin ortalamasi

tutarli ve sapmasiz bir tahmin edicidir.

2.2 Monte Carlo Yakinsama

MC o6rnek capr belli bir N < oo degerine kadar adim adim
arttilarak, belli bir h > 0 tahmin hatas1 ile, Biiyiik Sayilar
Yasasi(BSY)' geregi, MC 6rnek ortalamasinin

Zayif BSY : er 0¢{|x, —u| <h}-1
n—-oo

Gigli BSY: 02 ( er %, o p) =1
n—o0o
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bi¢iminde yakinsayacagi degere, X’in beklenen degerinin MC
tahmini denir.

2.3 Monte Carlo Giiven Araligi

Temel Erim Teoremi(TET) ne gore, n ¢apli Birimlastirilmis 6rnek
ortalamalarinin dagilimi, n — oo i¢in, Birim Normal Dagilim1
yakinsar:

Buna gore, X siirecinin degiskesi,

olmak iizere, siire¢ beklenen degeri p i¢in %100(1 — a)’lik

giiven diizeyindeki giiven araligi,

biciminde olusturulabilir ve #n ¢apli O6rnek ortalamalarina gore
olusturulacak (10)’daki ardisik araliklarin silirecin  gercek
beklenen degerini icerme olasiligi, (9)’a gore 1 — a olarak kabul
edilir.

2.4 Monte Carlo Tahminlerin Duyarhgi

Ardisik giiven araliklar1 genisligi daraldik¢a tahminlerin duyarligi
artar. MC tahminlerin duyarligi, (5)’teki MC 6rnek ortalamasi ile
stirecin beklenen degeri arasindaki mutlak fark bi¢iminde
tanimlanan MC tahmin hatasinin {ist sinir1 4 ile belirlenebilir. £
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degerinin ise, (5), (9) ve (10)’a gore, (10)’daki giiven araliginin
yar1 genisligi kadar alinabilecegi agiktir:
P = o . (11)
Eger stirecin degiskesi biliniyorsa, siire¢ beklenen degerinin
MC tahminini belli bir h* duyarlikla ve belli bir @ anlamlilik

diizeyinde elde etmek igin gerekli olan MC 0&rnek c¢apr N,
(11)’deki iligskiden belirlenebilir:

N = (z4/,0/h")?. (12)

2.5 Monte Carlo Yakinsama Kistasi

Ancak, slirec  beklenen  degerini  tahmin  amaciyla
gerceklestirilecek MC bir sanal deneyde, siire¢ degiskesinin
bastan biliniyor olmas1 pek olas1 bir durum degildir. Bu nedenle,
(8)’deki siire¢ degiskesinin de, sapmasiz ve tutarli oldugu bilinen

~ 1 —_—

G = — Xz O — %)? (13)
tahmin edicisi ile elde edilecek MC ornek degiskesinin tahmin
degerleri, (10)’da siire¢ degiskesinin yerine konarak,

~

(fn ~ Za/2 %:fn + Za/2 j_%) (14)
rassal genislikteki ardisik giiven araliklari olusturulabilir.?

Bir 6rnek istatistigi olan 62 de, Giiclii BSY geregi’, 6rnek
capt yeterince biiyiikk bir N <« oo degerine eristiginde siireg
degiskesini MC tahminini yakinsar:

er 62 - Gy - (15)
n-nN

2 \n(X,, — w)é; ! istatistigi, serbestlik derecesi n-1 olan bir Student
dagilimlidir. Ancak MC sanal deneylerde 6rnek ¢api1 ¢ok biilylik degerlere
ulastigindan, standart normal dagilimli oldugunu varsaymak uygulamada bir
sakinca dogurmaz.

\ Zayif BSY: er 02 {|6? —c?| <h}—>1 ;
n—-oo

Giiclii BSY: 0¢ ( er 62 - 02) =1 .
n—oo
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Dolayis1 ile, MC 6rnek capr n arttikca, MC 6rnek degiskesi siireg
degiskesini yakinsayacak ve (14)’deki rassal olarak degisen
ardisik gliven araliklar1 genisligindeki kararli daralmanin hizi
yavaglayarak, MC ornek capi,

N = (2a/20n/h")? (16)

gibi bir degere eristiginde, belirlenen bir h* duyarlikla ve belli bir
a anlamlilik diizeyinde siire¢ beklenen degerinin MC tahminine
ulasilmis olacaktir.

MC o6rnek ortalamasinin siire¢ beklenen degerini, belli bir
duyarlik ve anlamlilikta yakinsamasi i¢in gerekli 6rnek cap1
degerinin (12) ve (16)’da oldugu gibi belirleyen kurallara MC
yvakinsama kistaslar: denir. (12)’deki kistasa gore MC 6rnek capi
deterministik; (16)’daki kistasa gore ise stokastik bir nitelik tasir.
Deterministik MC yakinsamada MC o6rnek capi sanal deney
baglamadan bilinir. Stokastik MC yakinsamada ise, MC 06rnek
capinin degeri, sanal deney sonunda anlasilir ve deneyin her
yinelenmesinde rasgele bir deger alir.

Stokastik MC yakinsama kistasi, MC 6rnek ¢ap1 adim adim
arttirtlirken, her adimda MC o6rnek degiskesinin hesaplanmasini
gerektirir. Bundan dolayi, MC 0Ornek degiskesinin dogrudan
(13)’deki tanima gore hesaplanmasi yerine,

1 —
— i O — %5)?

1 _
SEOXBE L A (17)

G

algoritmasinin kullanilmasi1 daha uygundur.
Sekil 1’de 0¢(Y=1)=0¢ (X <5) ol¢iimétesinin
tahmini amaciyla
Z~T[1,6], P~T[0,1], X = ZF
Y = {1, X<5
0o, X=5

ve MC ornek capt n=1(1)500 olmak iizere gergeklestirilen bir
deney sonucu elde edilen gozlem degerlerinden her adimda
ardisik olarak hesaplanan,
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MC oOrnek ortalamast:
_ 1
Yn = Xi=1 Vi
MC 6rnek degiskesi:
1 _
; ?=1 yiz - ynz

%95'lik gliven aralig1 siirlart:

~

— &n — O-TL
(yn —Zg/2 ﬁ'yn + Zg/2 ﬁ)

degerlerine gore, rassal gliven araligi genisligindeki kararl
daralma  hizinin  giderek  yavagladigt MC  yakinsama
goriilmektedir.

1
Y e Pl S
Wi — e — ~
T ———
— N, - —— ~ —
0,75 N onmemmT
! /
Al

o

()]
T
==

— MC o6rnek ortalamasi
, Sireg beklen-degeri icin 95'lik gliven araligi alt ve Ust
| sinirlari

0,25

Deneme Sayisi,n

MC &rnek ortalamasi, Giiven Arah@i Alt ve Ust
Sinirlan

1 51 101 151 201 251 301 351 401 451

Sekil: 1 %95'lik giiven araliginda MC yakinsama.

MC tahmin konusunda buraya kadar verilen bilgiler
gercek deneyler igin de gecerlidir; yeter ki, istenen sayida
deneysel gozlem elde etme konusunda bir sikinti bulunmasin.
Sans oyunlar1 diginda, yeterli sayida gozlem degerine dayal
olarak MC yontemle Ol¢iimdte tahminine basvurulabilecek
deney gerceklestirmek pek olast degildir. Bundan dolay1
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genellikle MC tahmin yontemi, gozlem iiretme maliyetinin
yalnizca

e sanal gézlem iireteg tasarimi,
e Dbilgisayar programlamasi ve

e sanal deneyin gergeklestirilmesi i¢in gerekli bilgisayar
kullanim siiresine

bagli olan yaygin olarak MC benzetim olarak bilinen sanal
deneylerde uygulanir.



3. Olasilik Dagilimlarindan
Rasgele Ornekleme

Bir rassal degisgene iliskin gercek gozlemlerden, o rassal
degisgenin deneysel dagilim elde edilir ve bu deneysel dagilim,
s0z konusu rassal degisgenin kuramsal dagilimlardan biri ile
temsil edilip edilemeyecegi kararinda kanit olarak kullanilir.
Boyle bir istatistiksel karar sonucunda, rassal degisgen icin
gecerli bir model elde edilmis olur.

Her hangi bir rassal degisgene iliskin gercek gozlem
degerleri, bu gozlemlerin OJlgiilecegi birimler, c¢ercevesi ve
kapsami ¢ok iyi belirlenmis bir yigindan secildikleri i¢in, heniiz
acik bi¢cimi bilinmeyen ama F(x) gibi belli bir dagilimdan rasgele
secilmis deger niteligindedirler. Rasgele ornekleme adini
verdigimiz bu iglem, X rassal degisgeninin tanim aralig1 (a,b),
olasilik yogunluk fonksiyonu,

[ feodx =1

kosulunu saglayan f{x) gibi bir fonksiyon ve bu araligin her hangi
bir alt arali@1 (c,d) olmak iizere,

{xi: 0f[x; € (c,d)] = fcdf(x)dx, a<x< c}

kiimesinin elemanlarini iireten bir yontemdir.

Deneysel ya da kuramsal dagilimi bilinen bir rassal
degisgenle ilgili her tiirlii bilgi, hatta degerleri o rassal degigsgenin
dagilimindan elde edilebilir. Bir rassal degisgenin dagilimindan
rasgele Ornekleme ile elde edilen bu gozlem degerlerine, sanal
gozlem degerleri diyoruz. Dagilimi belli olan bir rassal

© 2009, Mustafa Y. Ata
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degisgenin gercek gozlem degerleri ile rassal degisgenin
dagilimindan rasgele Ornekleme yontemi ile iiretilecek sanal
gozlem degerleri arasinda istatistiksel bir fark yoktur. Bu nedenle
dagilimi bilinen bir rassal degisgenin, bdyle bir bilgiye
ulagilirken kullanilan gézlem degerlerini elde edildikleri bigimde
saklamanin bir geregi kalmaz.

Her hangi bir dagilimdan rasgele Ornekleme
yapilabilmesi, Teorem:1’de ifade edilecek olan, “dagilim
fonksiyonunun dagilimi birim tek-diize dagilimdir ve her hangi
rassal bir degisgenin degeri, birim tek-diize rassal degisgenler
cinsinden ifade edilebilir” ger¢eginden hareket eder. Dolayist ile,
her hangi bir dizgenin temel girdisi, birim tek-diize rassal
degisgenlerdir.

Gergek deneylerde X gibi belli bir degisgene iliskin
gbzlem degerleri, tim gdézlem birimlerinin olusturdugu yigindan
rasgele secilen bir gézlem birimi tlizerinde Olciilerek elde edilir ve
bu degerlerden X’in olasilik dagilimimi belirleyen dl¢ctimételerin
tahmini amaglanir. Sanal deneylerde ise, olasilik dagilimi bilinen
X gibi bir rassal degisgenin degil, X rassal degisgeninin,

Y=g(X)

gibi bir islevinin olasilik dagilimini belirleyen 6l¢iimételerinin
tahmini amaglanir ve bu tahminlere X’in olasuik dagilimindan
rasgele orneklemeyle elde edilen {xi=1(1)n} sanal gozlem
degerleri, g(.) islevinin a¢ik bigiminde yerine konarak elde edilen
{yi=1(1)n} sanal gozlem degerleri ile ulasilir. Gergek gozlem
degerleri olgiim islemi; sanal gbzlem degerleri ise hesaplama
islemi sonucu elde edilen degerlerdir. Sanal deney c¢iktisinin
matematiksel modeli olan g(.) islevinin ag¢ik bi¢imini tanimlama,
sanal deney tasarimimin c¢ekirdegini olusturur. Sanal deneyin
matematiksel modelinin kurulmasi ve genel tasariminin yapilmast
konularin1 daha sonra ele alacagiz.

Tasarimi1 tamamlanan sanal deneyin gerceklestirilmesi ise
Oziinde, matematiksel modeldeki olasilik dagilimlar: bilinen
temel girdi degerlerinin s6z konusu olasilik dagilimlarindan
rasgele Ornekleme algoritmalariyla elde edilip matematiksel
modelde yerlerine konarak sanal deney ¢iktilarinin hesaplanmasi
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islemidir. Bu béliimde, olasilik dagilimi verilen X gibi belli bir
degisgene iliskin sanal gozlem degerlerinin, X’in olasilik
dagilimindan rasgele Orneklemeyle nasil elde edilebilecegi
aciklanacaktir. Rassal degisgenin siirekli ya da siireksiz olusuna,
olasilik dagiliminin gézlemsel ya da kuramsal olusuna, kuramsal
dagilimin tersinin agik bi¢iminin bulunup bulunmamasina bagl
olarak uygulanacak rasgele 6rnekleme yontemi degisir.

Tiim rasgele ornekleme yontemleri temelde, birim tek-
diize dagilimli bir R rassal degisgenin degerlerini, olasilik
dagilimi verilen X gibi bir rassal degisgenin degerlerine
doniistiiren ve zirete¢ olarak adlandirilan birer algoritmadir.

— . . _Rasgele ) ﬂ
v=g(X)all x Kl cretens R

Birim tek-diize degisgenleri, F(x) dagilimli rassal
degisgenlere doniistiirerek bu dagilimlardan rasgele 6rnekleme
yapmanin,

e ters doniisiim,
e kabul-red,

olmak {iizere, genelde iki temel yaklasimi vardir. Sanal gozlem
iiretme yontemi olarak bunlardan hangisinin secilecegi, 6ncelikle
rassal degisgenin dagilim ve ters dagilim fonksiyonunun yapisina
ve hesaplamanin etkinligine baghdir.

Ters doniisiim yoOntemi olarak bilinen yontem, rasgele
orneklemeye tam ve dogrudan kuramsal bir yaklasim
oldugundan, en sik basvurulan yontemdir. Bu ydntemin
dogrudan uygulanmasi, ancak dagilim fonksiyonunun diizgiin ve
kesintisiz siirekli artan bir fonksiyon olmasi durumunda soz
konusudur. Bir sistemin girdi ve ¢iktilarinin hepsi bu 6zellikte
olmayabilir. Sanal deney modelindeki kimi degisgenlerin
dagilimi deneysel, kesikli ve kesin siirekli artmayan nitelikte
olabilir. Bu tir dagilimlarin ters dagilim fonksiyonlar
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tanimlanabildigi ve bunlardan etkin olarak sanal gozlem
tiretilebildigi durumlarda da, ters doniislim yoOnteminin belli
bigcimleri uyarlanabilir.

Ote yandan ters dagilim fonksiyonundan dogrudan sanal
gozlem tretmek, kimi rassal degisgenler i¢in etkin bir yol
olmayabilir. Boyle durumlarda, rassal degisgenin 6zelligine baglh
olarak, yukaridaki diger segeneklerden uygun olanindan
yaralanilir. Bu temel yaklagimlar disinda, bazi rassal degisgenler
i¢in etkin 6zel algoritmalar da bulunmaktadir.

Bu béliimde o6nce, tiim rasgele 6rnekleme algoritmalarinin
temel girdisi olan birim tek-diize dagilimh bir rassal degisgene
iliskin sanal gozlem degerlerinin elde edilmesinde yararlanilan
klasik {iiretecler; birim tek-diize dagilimli rassal degisgenin sanal
gbozlem degerleri verildiginde, uygulamada en ¢ok yararlanilan
olasilik dagilimlarindan rasgele ornekleme ydntemleri ve bu
yontemleri kullanarak stirekli ve kesikli kuramsal dagilimlar ile
deneysel dagilimlardan rasgele 6rnekleme tanitilacaktir.

3.1 Birim Tek-Diize Dagilimdan Rasgele
Ornekleme

Birim tek-diize bir rassal degisgenin degerlerini elde etmenin bir
yolu dogrudan bdyle dagilima sahip oldugu varsayilan gergek
diinyadaki rassal bir degisgeni gozlemektir. Hilesiz bir zar atiginin
ya da hilesiz bir rulet tekerlegi ¢evrilmesinin tekdiize bir rassal
degisgenin degerlerinden biri ile sonuglanacagi ve bu degerlerin
[0,1) araligma déniistiiriilmesi diisiiniilebilir. Ornegin bu amagla
agirhik merkezi etrafinda tekdiize donebilen bir tekerleginin
cevresi, 100 esit dilime ayrilip her birine 00°dan 99’a kadar bir
gosterge numarast verilir ve dondiiriilerek durdurulursa, sabit
ylizey lizerinde isaretlenmis bir nokta karsisina her seferinde bu
yliz miimkiin dilimden biri esit olasilikla gelecektir. Her
denemede sabit nokta karsisinda duran dilimin gosterge numarasi
100’e oranlanirsa, bu fiziki siirecin c¢iktisinin yiizde birlik
duyarlikta birim tek-diize bir rassal degisgenin degerleri
biciminde gbzlenmis olacag: agiktir.
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Bu duyarlik, ancak tekerlek iizerindeki esit dilim sayisi
arttirilarak saglanabilir. Sanal bir deneyde en az 10%°da birlik bir
duyarlik gerektiginde, bu yontemin sorunu ¢ézemeyecegi agiktir.
Ote yandan, bdyle fiziki araclar iiretmek miimkiin olsa bile, bir
sisteme iligkin sanal gozlem elde etmek i¢in sanal deney
laboratuarinda boyle mekanik araglar kullanmak, ilk bakista
sistemi timii ile gozlemege ya da denemeye gore bir kazang gibi
goriilse de, elde edilmesi gereken sanal gozlem sayisinin
blyiikliigli dikkate alindiginda, zaman ve maliyet agisindan
gerceklestirilmesinin s6z konusu olamayacag1 goriiliir.

Birim tekdiize degisgen degerlerini elde etme amaci ile
mekanik araclarin yerine elektronik araglar Ongdriilebilir.
Nitekim,gecen yiizy1l ortalarinda devreye giren ilk sayisal
bilgisayarlarda, Birim tek-diize rassal bir degisgenin degerlerini
elde etme amaci ile uzaydan diinyaya ulasan kozmik 1sin
frekanslarin1 algilayan ‘kozmik 1s1n sayaglar’’ kullanilmistir.
Ancak, ister mekanik ister elektronik olsun, birim tek-diize rassal
bir degisgen degerinin fiziki araglarla elde edilmis olmasinin,
sanal deney teknikleri agisindan 6nemli bir eksikligi vardir. Sanal
deneyin gerceklestirildigi sirada, tek-diize rassal degisgen
degerleri irettigi varsayilan fiziki siirecte beklenmedik bir
gelisme yasanabilir ve farkina varilamayabilir. Bunu 6nlemenin
yolu, iiretilen degerleri bilgisayar belleginde depolamak ve sanal
deneyde kullanmadan 6nce tek-diize dagilim varsayimini saglayip
saglamadiklarina bakmaktir. Boyle bir sinama i¢in ¢ok biiyiik yer
tutacak verilerin bilgisayar belleginde depolanmasi ise, ne
ekonomik ve ne de sanal deney teknigi acisindan hi¢ etkin
olmayan bir yoldur.

Fiziki {reteclerdeki bu tikaniklik,  tek-diize rassal
degisgen iiretecinin de sanal bir iirete¢ olarak tasarlanmasi ve
boylece sanal bir deneyin timi ile sanal ortamda
gergeklestirilebilmesi ile asilabilir. Baslangic degeri verildiginde,
bir 6zyineleme bigiminde Birim tek-diize dagilima sahip sanal bir
rassal degisgenin ardisik degerlerini hesaplayan bir algoritmadan
olusan bu tireteclere sanal rassal sayt iirete¢leri diyoruz.

Bu iiretegler, tohum adimi verdigimiz bir ilk baslangic
degerinden baslayarak, goriinliste birim tekdiize dagilima sahip
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rassal bir degisgenin ardisik sanal degerlerini veren 6zyinelemeye
dayal1 bir algoritmadan olustuklar1 i¢in, sonunda ilk baslangi¢
degeri olarak verilen tohuma ulasacaklar1 belli bir periyoda
sahiptirler. Bu nedenle, tiim deneyler i¢in séz konusu olan
vinelenebilirlik kistasi, sanal deneylerde, gercek deneylerde asla
s0z konusu olamayacak bir kesinlikle saglanir.Tekdiize dagiliml
rassal bir degisgene iliskin degerlerin fiziki bir iiretecle elde
edilmesi durumunda, bodyle bir periyod so6z konusu degildir.
Belli bir degerden sonra, sanal rassal say1 iireteclerinin iiretilmis
diziyi aym1 bigimde yinelemesi, her zaman sanal bir deneyde
gerekli deneme sayisindan daha biyiik periyodlu iiretecler
kullanildiginda bir sorun olusturmaz.

3.1.1 Ara-kare yontemi

[lk 6nerilen sanal rassal say: iireteci ara-kare yontemi olarak
bilinir. J.von Neumann tarafindan 1948 de onerilen bu yontemde,
¢ift haneli bir tohumla baglanarak, her adimda

e bir 6nceki rassal sayinin karesi alinir,

e bulunan saymnin hane sayisi tekse, sol basina “0”
konarak ¢ift haneye tamamlanir, ve

e iretilecek rassal saymnin hane sayisi kadar hane, bu
saymin ortasindan alinarak bir sonraki rassal say1 olarak
belirlenir.

Ornegin, iki haneli rassal bir say1 dizisi iiretmek icin,
tohum 05 olarak alinirsa:

1. rassal say1: (05)= 2525
2. rassal say:  (25)*= 0625 - 62
3. rassal say1: (62)°= 3844 > 84
4. rassal say1: (84)*= 7056 - 05

olarak bulunur ve {25, 62, 84, 05} rassal say1 dizisi elde edilir.
Goriildiigi iizere, 4. rassal say1 tohum degeri ile ayn1 oldugundan
bu iiretecin periyodu 4’tiir. {25, 62, 84, 05} kiimesinin elemani
olmayan ve hane sayisi daha fazla bir tohum secilerek ara-kare
yontemi ile periyodu daha biiyiik bir iireteg elde edilebilir. Tohum
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degerine c¢ok duyarli olan bu ydntemle olusturulan iireteglerin
cogunlukla kisa periyotlu olmalar1 ve uzun periyotlu olanlarin ise
yine  cogunlukla  rassallilk  smamalarindan  gecemedigi
goriildiigiinden, ciddi sanal deney uygulamalarinda artik
kullanilmamaktadir. Lehmer tarafindan ilk kez 1948 de dnerilen
benzerlik yontemi, tek-diize dagilimli rassal say1 liretiminde en
yaygin olarak kullanilan yontemlerin ilki ve temeli olmustur.

3.1.2 Benzerlik yontemi

Birim tek-diize dagilimli rassal say1 iiretmede en yaygin olarak
kullanilan yontem, benzerlik yontemidir. Bu yontemde de,
dizideki sayilar bir 6ncekinden belli bir formiile gore elde edilir.
Ozyinelemeye dayali bu formiil icin, 6nce bes tane negatif
olmayan sayi1 belirlenir: (1) hane sayisi, 4; (2) baslangic degeri
yada tohum, ry ; (3) carpan, a; (4) artis, ¢; ve (5) modil, m.
Uretilecek Birim tek-diize dagilimli degisgen degerlerinin istenen
duyarligina bagl olarak hane sayisi 4, ¢ift bir say1; modiil ise a ve
¢’ den biiyiik olmalidir. Bu yontemde, her »; degeri, bir dnceki
ri; degerinden  hesaplanan, a/ Ohr,;1+c degerinin modiile
tamsayr  bolimiinden kalan degerinin 10" ye oram olarak
belirlenir:

1; = [(a. 10".71;_; + c)mod(m)]. 107" (1)

Benzerlik yontemine iliskin olarak verilen yukaridaki
algoritma, dogrudan dogruya Birim tekdiize bir rassal degisgenin
[0,1) araligindaki sanal degerlerini iiretir. Yalnizca rassal say1
iiretilmek istenirse, (1) iiretecinin pay ve paydasindaki 10"
cikarilarak,

s; = (a.s;_1 + c)mod(m) )

tireteci kullanilabilir. Birim tekdiize rassal degisgen degerlerinin
bilgisayarla elde edilmesinde, (1); hesap makinesi yardimi ile
elde edilmesinde ise, (2) algoritmasi daha uygundur. Hesap
makinesi ile Birim tekdiize degisgenin sanal degerlerini elde
ederken, tamsayi bdlme isleminin ve s; rassal sayilarnin 10"
degerine  boliinerek  [0,1) araligindaki 7,  degerlerine
doniistiiriilmesinin zihinden yapilmasi etkinligi arttirir.
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Ornek: 7=4; s) =0,1206; a= 5; ¢=0; ve m=10"+1=10001 olarak
secilir ve siyah-mavi renkli islemler zihinden yapilirsa, mavi
kareler hesap makinesinin tuslarini, pembe renkli dikdortgen
ekranin1 gostermek {lizere, (2)’deki algoritmadan, {r;:i=1(1)3}
dizisi Cizelge:1’de gosterilen adimlar izlenerek bir hesap
makinesiyle hizli bir bigcimde hesaplanabilir.

Cizelge:1 Sdzde tekdiize dagilimli rassal bir degisgene
iliskin degerlerin hesap makinesiyle liretilmesi.

e fofcfxFcf-d v

16030,/10001] = (
0 x 10001 =0

[30150/10001] =
3 x 10001 = 300(

r, = 147/10000 = 0,0147

I B 3 B

|735/10001)=0|
0 x 10001 = 0

o Jo -0

Verilen ornekteki gibi artis degeri ¢=0 olan iireteclere
carpimsal benzerlik iiretegleri, ¢>0 olan iireteclere de karma
benzerlik iiretegleri denir. Lehmer(1951:141-145)’in 6nerdigi

s; = (23.s;_1 + ¢)mod (108 + 1)
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carpimsal benzerlik {iretecinin, periyodu 5,882,352 olan  bir
rassal say1 dizisi iirettigini belirten Taussky-Todd(1956:17),

So = 1; s; = (5Y7.5;_1 + c)mod(2*?)

iireteci ile 2*°%~10'? periyotlu rassal bir say1 dizisi elde edilecegini
gostermislerdir.

Carpimsal benzerlik iiretegleri, ilk kez Thomson(1958:83-
84) tarafindan Onerilen karma benzerlik iireteclerine gore, daha
hizli ancak daha kisa periyotludurlar.

S0, a, ¢, ve m i¢in en uygun degerlerin secimi bilyiik ilgi
duyulan bir sorundur. Bir iiretecin periyodu her zaman modiil
degerinden kiigiikk oldugundan, m i¢in ¢ok biiylik degerlerin
secilmesi gerekir. m degerinin ayni zamanda, tamsayr bdlme
islemindeki kalanin kolayca bulunmasina ve bdylece benzerlik
iligkisinin hizl1 hesaplanmasina olanak verecek bir deger olmasi
istenir.Bu sorunu ¢ézmenin kolay bir yolu, m degeri olarak, bir
bilgisayarin bir defada islemleyebildigi ikil hanelerden olusan bir
bilgi biriminin icerdigi ikil hane sayisi olan bilgisayar kelime
uzunlugunu almaktir. Eger bilgisayarin kelime uzunlugu k ise,
toplama ve c¢arpma islemleri & modiiline kendiliginden
indirgenmis olur. Ancak m=k alinmas1 periyodu kiigiiltebilir. Bu
sorun m=k-1 alinarak asilir. Bu nedenle, 6rnegin kelime uzunlugu
32 ikil hane olan bilgisayarlarda, rassal say1 iiretecinin modiilii
genellikle m=22-1 olarak alinur.

Uretecin @ carpaninin  secimi, tiimii ile iiretecin
periyodunu arttiracak bigimde yapilir. Periyodun alabilecegi en
biiytik deger olan m 'ye, ancak ve ancak,

e ¢ ve m’nin tek ortak bdleninin 1 olmasi, bagka bir deyisle,
c’nin m’ye gore asal bir say1 olmasi;

e g-1’in, m’nin her asal boleninin katlar1 olmasi; ve
e m, 4’ln bir kat1 ise, a-1’in de 4’iin bir kat1 olmasi

durumunda  ulagilabilir.  Bu  noktalar g6z  Oniinde
bulunduruldugunda, bilgisayarin kullandig1 radiks Z, m=Z°, ve
2<k<e olmak iizere; genelde carpan olarak a=Z'+1 degerinin
alimmas1 uygundur. Carpan degerinin se¢imindeki bu basit
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yaklagima karsilik, Knuth(1969:21-24) , 6rnegin e=35 icin, a=2*
+2' 422 +1 gibi daha karmasik ¢arpanlar énermekte ve bdyle
karmasik ¢arpanlarin kullanilma nedenlerini tartismaktadir.

Urete¢ periyodu m oldugunda, iiretec bir baslangig
degerinden itibaren m tane deger lireteceginden, baslangi¢ degeri
5o tohumunun sec¢iminde Ozellikle dikkat edilmesi gereken bir
nokta yoktur. Ancak, sanal bir deneyin farkli yinelemelerinde
ayni tohumun kullanilmasi, sanal deneyin Onceki deneme
sonuglarinin ayni bigimde iiretilmesine yol agabilir. Bu nedenle,
sanal deneyin farkli yinelemelerinde, bir 06nceki deneme
sonundaki rassal say1 degerinin, bir sonraki denemede tohum
olarak alinmasi yaygin bir uygulamadir. Bununla birlikte, sanal
bir deney programinin algoritmalarini denetleme amaci ile
yapilan denemelerinde ise ayni tohumun kullanilmasi gerekir.
Sanal deney programlamasinin bu asamasinda, bir dnceki sanal
deneyin aynen yinelenmesi, programdaki hatalar1 ayiklamada
biiyiik kolaylik saglar.

Karma benzerlik iireteclerinde, artis degeri c¢’nin m’ye
gore asal bir say1 olmasi diginda, genel bir kural yoktur.

Buraya kadar ele alinan benzerlik yontemlerinin, n tane
tohumla baslayip,

r = [(10M 2% 1 + ¢; a;) mod(m)].107" 3)

biciminde genellenebilecek ve toplamsal benzerlik yontemleri
olarak adlandirilan ¢esitlemeleri de onerilmistir.

Tiim bu oOneriler arasindan, bilgisayar teknolojisindeki
gelismeler, Lehmer’in baslangigta onerdigi bigimdeki carpimsal
benzerlik iireteclerini 6n plana c¢ikarmistir. Modiil ve c¢arpan
degerleri iyi secildiginde, carpimsal benzerlik iiretecleri ile,
rassallik sinamalarindan bagar1 ile gecen ve bir ¢cok sanal deney
icin yeterli periyoda sahip giivenilir sanal rassal say1 iiretecleri
elde edilebilmektedir. Fishman(1996:603-604)’da Fortran dilinde
bir uyarlamasi da verilen iiretegte, a=950706376 ve m=2"'-1
olmak iizere yaklasik p= 2.0x10° periyodlu bir sanal rassal say1
dizisi elde edilebilmektedir.
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Bu iirete¢ programlanirken, (1) tanimmin dogrudan bir
algoritma olarak kullanilmas1 durumunda, programlama diline de
bagli olarak, kimi a.r;; degerlerinin hesaplanmasindaki tamsay1
aritmetik islem sonuglari, kelime uzunlugu 32-bit olan
bilgisayarlarda, 2°'-1 degerini asacagindan tasma hatasi verir.
Bunun i¢in, aritmetik islemleri pargalayarak tagsma hatasini
onleyen (1)’dekine denk,

a, = amod(2'®), a,=a-ay;
X; = ayri_y mod(231), Y; = apri_; mod(23');
r= XY+ lagro 273 + e 273} mod(2°T -1) (4

algoritmasi kullanilir. (4) algoritmasinin QuickBasic dilinde bir
uyarlamasi, program ekinde RAS adli bir alt-yordam olarak
verilmistir.

3.1.3 Rassallik Sinamalari

Sanal rassal say1 lreteci tarafindan tiretilen say1 dizisi, tek-diize
bir dagilimdan rasgele ornekleme ile elde edilecek bir kiime ile
benzer olmalidir. Uretilen rassal say1 dizisindeki her hangi bir
say1, dizinin her hangi bir sirasinda ve ayni olabilirlikle
bulunabilmelidir. Rassal say1 iiretecleri, bir 6nceki rassal sayidan
bir sonrakini elde etmeye dayandigindan, bu kosulu
saglamayamazlar. Ancak, iretilen dizi, rassal oldugu bilinen
dizilerin 6zellikleri tizerine kurulu belli istatistiksel sinamalardan
gecerse, lretecin tekdiize rassal say1 iirettigi kabul edilebilir.

Bu boéliimde, [0,1) araligindaki birim tekdiize dagilmis
say1 dizilerine uygulanan simamalardan bir kagina deginecegiz.
Benzer sinamalar, bagka dagilimli diziler i¢in de gelistirilebilir.
Bu simamalar oOrneklerle daha once aciklandigindan, burada
yalnizca  rassal  sayr  dizilerinin  smmanmasinda  nasil
kullanilabilecegine deginilecektir.

Kolmogorov-Simirnov  uyum-iyiligi sinamasi, dizinin tim
dagilimina uygulanabilir. Bu uygulamaya, frekans yada dagilim-
denkligi sitnamasi da denir. Bu sinama, iiretilen sayilar kiimesinin
dagilimimi1 kuramsal birim tek-diize dagilimla karsilastirir. Birim
aralik, bir dizi alt-araliklara boliiniir ve her alt-araligin {ist sinirina
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kadar olan sanal rassal sayi dizisinin birikimli goreli sikligi
hesaplanir. Eger i-inci iist sinir x; ile ve bu iist sinira iliskin
birikimli goreli siklik f; ile gosterilirse, F(x)=x oldugundan, bu
sinama i¢in tiim gereken, |f;-x;| farkinin en-biiyiikk degerini
bulmaktir.

Dizi sitnamast denen bir ikinci sinama, ki-kare sinamasin ardigik
say1 ikililerine uygular. Bilgisayar rassal bir sayiy1 gostermek
tizere sonlu sayida hane kullanmak zorunda oldugundan, ancak
sonlu sayida farkli sayi iiretebilir. Ornegin, rassal say1 sekiz ikil
hane ile gosterilebiliyorsa, ancak 2°=256 farkli say1 gosterilebilir.
Eger f tane farkli say1 gosterilebiliyorsa, f? tane ardisik say1
ikilisi bulunabilir. Rassal bir dizi i¢in, dizideki her olasi sayi
ikilisinin kuramsal goreli siklig1 £ 2 olmalidir. Olas1  sayi

ikililerinin /% tane kombinasyonunun her biri i¢in, bu beklenen

siklikla bir ki-kare degeri hesaplanabilir ve bu degerler bir sinama
istatistigi elde etmek {izere toplanabilir. Bu yaklasim, {i¢, dort, ve
daha fazla ardisik sayilara genisletilebilir. Ancak, olasi
kombinasyon sayisi, Ozellikle f oldukca biiyiikse, ¢ok fazla
olabilir. Sinama verileri i¢in n tane bagimsiz sayi ikilisi tiretmek
i¢in, 2n tane rassal sayi iiretmek gerekir. Uretilen bu diziden
birici ile ikinci, iiclincii ile dordiincii, vb bicimde sayilar
eslestirilir. Gegerli bir ki-kare sinamasi i¢in, n en az 5 /2 olmall
ve hatta daha fazlasi yeglenmelidir.

Daha genel bir smnama tasariminda, » tane sayr kombinas-
yonunun belli kiimeleri tanimlanir, her kiime i¢in kuramsal siklik
tahmin edilir, ve rassal say1 dizisinin beklenene uyup uymadigini
belirlemek iizere, bir ki-kare sinamasi kullanilabilir. Bu
yaklasima dayali, poker sinamasi olarak bilinen yaygm bir
sinamada =5 alinir ve en olas1 poker elleri kiimeleri olusturur.

Bir bagka sinama, permiitasyon sinamasi olarak adlandirilir ve
yine r tane say1 kiimesine dayanir. Tiim dizi, her biri » sayidan
olusan farkli kiimelere ayrilir. » elemanin olas1 siralanislarinin her
biri icin bir siklik elde edilir ve bu sikliklar kuramsal beklenenleri
ile bir ki-kare sinamasindan gegirilirler.
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Akis sinamasi, rassal sayilar dizisine dogrudan uygulanabilir.
Burada ele alinan say1 dizilerinin rassallik sinamalar1 i¢inde en
ayird edicisi olup, bu sinamada diger sinamalara gore daha fazla
sayida tlrete¢ rassallik smmamasindan gegememektedir. Poker
sinamast bu anlamda ikinci sirada gelmekte, dizi sinamasi ve
sitklik smamasit ise en az aywrd edici smama Ozelligi
gostermektedirler. Hemen hemen  dikkatlice tasarlanmis her
tireteg, dizi ve siklik sinamalarindan gecen diziler iiretebilir.

Coveyou ve MacPherson(1969) tarafindan Onerilen ve
Knuth(1969:82-96) tarafindan da bir uygulama algoritmasi
verilen spektral sinama, ardisik n tane sayinin bagimsizligin
6lcmekte ve en ayird edici sinama oldugu one stiriilmektedir.

Rassal say1 kiimelerinin sinanmasinda 6zellikle yararli olduklari
kanitlanmis diger iki smnama, U’ ya da wzakhik ve aralik
stnamalaridir. Bu simamalar, daha Once tartisilmadigindan,
burada ayrintilari ile tanimlanacaktir.

Uzaklik sinamasinda, rassal sayilarin ardisik ikilileri, birim kare
icindeki noktalarin koordinatlari olarak kabul edilir. Ornegin, 7/,
ry, 13, ve ry rassal sayilar dizisini ele alalim. Bu sayilar (x,y)
diizleminde, (7, ;) ve (73, r4) noktalarinin koordinatlar1 olarak
goriilebilir.  Bu iki nokta arasindaki uzaklhigin karesi,
U? =(r,-r,)* +(r,-r,)* olarak verilebilir. Eger bu noktalar, birim

kare iginde tek-diize dagiliml iseler, U’ nin gozlenen degerinin
en az x kadar olma olasilig1, Wilson(1891:390).

8x2/3  x2
X — +—, x<1;
3 2

F = 3 —1)2
(x) 1+8 3Ex1)_|_(
1, x> 2

T —2) +4\/x—1—xz—z—4x.arcsec«/§, 1<x<2 )
olarak ifade etmistir. x’in se¢ilen bazi degerleri i¢in hesaplanan
bu olasiliklar asagidaki ¢izelgedeki gibidir.

Cizelge:2 Birim kare i¢indeki rasgele iki nokta arasindaki
uzakligin karesinin dagilima.

X 0.0 0.25 0.5 0.75 1.0 1.5 2.0
F(x) 0.0 0.483 | 0.753 | 0.905 | 0.975 | 0.999 1.0
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Jaffray-Gruenberger(1965), bu olasiliklarin hesabin1 daha
ayrintitli  tartigmakta, poker ve  aralik  smamalarim
aciklamaktadirlar. Bu  olasiliklar1  kullanarak, belirlenen
araliklarda U’ degerleri i¢in kuramsal sikliklar hesaplanabilir ve
bir y? sinamasi yapilabilir.

Aralik sitnamasi, belli bir olayin olusumu ile ayni olayin bir
sonraki olusumu arasindaki, olayin olusum sayisi cinsinden
Ol¢giilen, araligin uzunluguna dayanir. Bu yaklagim rassal say1
dizilerine iki bigimde uygulanabilir.

Birinci yaklasimda, 0<a<b<1 olmak iizere, birim araligin
(a,b) gibi bir alt araligi tanimlanir. Aralik uzunlugu, dizinin
basindan itibaren alt aralik i¢ine diisen sayilar arasindaki dizide
bulunan sayilarin sayisidir. Belli bir rassal say1 dizi i¢in bu
yaklagima gore aralik uzunluklari,

__{0, (r; < a)A(r; = b)
Wi=11, a<r;<b

U: = Ui+1: (Wi = O)AZ?=1 w; =>1
Lo w;=1
’ i

m=m+1|@>1D)Aw;=1);U,=U;_1m (6)
algoritmasi kullanilarak bulunabilir.

Cizelge: 3.a’da, 20 elemanli bir rassal say1 dizisinin, bu
algoritmaya gore bulunan aralik uzunluklarinin elde edilisi
gorlilmektedir. Bu Ornekte, birim aralifin alt-araligi olarak
secilen (0.35,0.5) araligia diisen rassal sayilar, 1., 2., 3., 4., 6.,
7.,10.,12., 13., 14., 15., 18.,19.,20.,21., 24., 25., 27., 28., 29., ve
30. siradaki koyu renkle vurgulanan rassal sayilar olup; bu
sayilarin belirledigi toplam 20 aralikta yer alan sayilarin sayisi
ise, sirastile 0, 0,0, 1,0,2,1,0,0,1,2,0,0,0,2,0,1,0,0,ve 0
olarak bulunmustur. Birim tek diize dagilimhi rassal bir
degisgenin (a,b) alt-araliginda olma olasiligi, »-a oldugundan,
k uzunlugunda bir aralik gozleme olasiligi, Ol(k)=(b-a)(1-b+a)*
olur. Dolayist ile, 0,1,2,....... ,n uzunlugundaki araliklar sayilir, ve
n’den daha uzun araliklarin tiimii bir araya toplanirsa, tanimlanan
olasiliktan kuramsal sikliklar hesaplanarak, bir y? smamasina
gidilir.
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Aralik sinamasinin kullanimindaki ikinci bir yaklasimda
ise, rassal sayilar kiimesinin tiimii, ondaliktan onceki sifirlarin
gdz online alinmadigi, 0-9 araligindaki rakamlarin olusturdugu
bir haneler dizisi olarak ele alinir. 0-9 araligindaki rakamlardan
biri stnama degeri olarak secilir, ve bu rakamin yinelenmeleri
arasindaki haneler sayilir. Sinama degeri icin segilen rakam 4 ve
rassal say1 dizisinin ondalik hanesi ve ondaliktan onceki sifirlar
atildiktan sonra birlestirilerek elde edilen rakamlar dizisinin
haneleri 4; olmak iizere, bu ikinci yaklasima goére verilen bir
rassal dizinin aralik uzunluklari,

0, h#h
w; =

U. = Uj+1t (W_I':O)AZ;LlW]'Zl
J 0, W]=1
m=m+1|(G>DA(wj=1);Up=U;_1m (7

algoritmast ile bulunabilir. 0-9 aralifinda on rakam
bulundugundan, rassal bir dizinin hanelerinde her birinin
gozlenme olasiligi 0.1 ve k uzunlugunda bir aralik goézleme
olasiliginin, OL(k)=(0.1)(0.9)" olacag1 agiktir. Aralik
uzakliklarina iligkin gozlenen degerlerle rassal bir dizi i¢in
beklenen degerlerin karsilastirilmas: yine bir yZsmnamasi ile
yapilir.

Cizelge:3.a ve 3.b’deki aralik uzakliklar1 kiimesinin her
bir elemaninin olasilig1r Cizelge:4.a ve 4.b. de gosterildigi gibi
hesaplanir ve kuramsal sikliklar1 en az 5 olacak bigimde aralik
uzakliklar1 yeniden kiimelendikten sonra, rassal sayilar dizisi
Cizelge:5.a ve 5.b’de sonuglar1 6zetlenen bir y? sinamasindan
gecirilebilir. Aralik uzunlugu sinamasi igin hesaplanan y?
istatistikleri, birinci yaklagim igin,

221.005=3.84146<)*=30.2323,
ve ikinci yaklasim i¢in de,

% *=4.18294<y*2.0.05=5.99
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olarak elde edildiginden, verilen rasgele sayi1 dizisinin tekdiize
dagildigi, birinci yaklagima gore red edilirken, ikinci yaklagima
gore kabul edilecektir.

Cizelge: 3 Bir rassal say1 dizisininin aralik uzunluklarinin

bulunusu:

a) Birinci yaklagim (a=0.35,b=0.5)

b) Ikinci yaklasim(h=2).

i ¥ Wi IJ, m Um i)n hi W; Um
1 103931 |1 |0 - 1-4 3-9-3-110,0,00| -
2 103558 [1 |0 | 1 |0 58 | 3-5-5-8]0,0,0,0

3 (04538 |1 |0 2 0 9-12 4-5-3-810,0,00 | -
4 104213 |1 |0 3 0 13-16 | 4-2-1-3]10,1,00| -
5 10.1206 |0 |1 - - 17-20 | 1-2-0-6/0,1,00| 3
6 (04492 |1 |0 4 1 21-24 | 4-4-9-210,00,1| 5
7 103615 |1 |0 5 0 23-28 | 3-6-1-5)| 0,000 | -
8§ 10.2612 |0 |1 - - 29-32 | 2-6-1-211,0,0,1 | 4,2
9 [0.1814 |0 |2 - - 33-36 | 1-8-1-4{0,0,00| -
10 [0.3831 |1 |0 6 2 3740 | 3-8-3-110,000] -
11 10.1125 |0 |1 - - 41-44 | 1-1-2-510,0,1,0| 10
12 104112 |1 |0 7 1 45-48 | 4-1-1-210,0,0.1| 4
13 10.3922 |1 |0 8 0 49-52 | 3-9-2-210,0,1,1 | 2,0
14 104292 |1 |0 9 0 53-56 | 4-2-9-210,1,0,1 | 1,1
15 103813 |1 |0 10 1 57-60 | 3-8-1-310,0,00| -
16 107426 |0 |1 | - | - 61-64 | 7-42-60,0,1,0 | 6
17 [0.9311 |0 |2 - - 65-68 | 9-3-1-1/0,000| -
18 [0.4316 |1 |0 11 2 69-72 | 4-3-1-6/0,0,00 | -
19 03922 [1 [0 | 12 | 0 7376 | 3-9-2-2]0,0,1,1 | 11,0
20 104352 |1 |0 13 0 77-80 | 4-3-5-210,00,1] 3
21 103601 |1 |0 14 0 81-84 | 3-6-0-1]/0,0,00| -
22 10.1872 [0 |1 - - 85-88 | 1-8-7-210,0,0,1 | 7
23 10.7812 |0 |2 - - 89-92 | 7-8-1-210,00,1 ] 3
24 104181 |1 |0 15 2 93-96 | 4-1-8-1]0,0,0,0| -
25103591 |1 |0 16 0 97-100 | 3-5-9-110,0,00 | -
26 102983 [0 |1 | - | - 101-104 | 2983 1,000 | 8
27 103702 |1 |0 17 1 105-108 | 3-7-0-2/0,00,1| 6
28 104042 |1 |0 18 0 109-112 | 4-0-4-210,00,1 | 3
29 104903 |1 |0 19 0 113-116 | 4-9-0-3/0,0,0,0 | -
30 04102 |1 |0 20 0 117-120 | 4-1-0-210,00,1 | 7
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Cizelge:4 Aralik Uzunluklar £’larin Gézlenme Sikliklari(Gy),
Gozlenme Olasiliklari, ve Beklenen Sikliklari(By).

a) Birinci yaklagima gore. b) Ikinci yaklasima gore.

k G. | OlU=k) | B

0 13 |0.15 3.00 k Gy | OU(U=k) | By

1 1 To15 2355 0 2 [.100000 |2.00

> 3 10108575 1217 1 2 0.090000 | 1.80

k>2 |0 |0.614125 |12/28 2 2 |.081000 |1.62

Toplam | 20 | 1.000000 | 20.00 3 4 10.072900 | 1.458
4 2 [0.065610 | 1.312
5 1 .059049 |1.181
6 2 [0.053144 | 1.063
7 2 [.047830 |0.957
8 1 ]0.043047 | 0.861
9 0 |0.038742[0.775
10 1 ]0.034868 | 0.697
11 1 0.031381]0.628
k>11 |0 | 0.282429 | 5.648
Toplam | 20 | 1.000000 | 20.000

Cizelge:5 Bir Say1 Dizinin y2 Istatistigi ile Aralik Uzunlugu
Rassallik Sinamasi.

a) Birinci Yaklasim. b) IkinciY aklasim.

U G|B [(G-B)/B U G B |(GBYB

O<U<1 |17 ]5.55 |23.622072 0<U<3 |10 [6.878 | 1417110

1<2<U |3 |14.45]9.0728373 4<U<6 |5 13.556 10586371

Toplam |20 |20.00 | y*=32.694909 6<7<U |5 |9.566 |2.179423
Toplam |20 | 20.000 | y>=4.18294

3.2 Ters Doniisiim Yéntemi

Teorem:1 Dagilim Islevinin Dagilimi: X rassal degisgeninin
sirekli artan dagilim islevi Y=F(x) olsun. X—Y doniisiimiine,
olasihik tiimlev doniisiimii denir. Y’nin dagilim birim tekdiize
dagilimdir.

Ispat: F, olasilik yogunluk islevi oldugundan, -co<x<oo igin
0<F(x)<1 olur. Dolayis1 ile Of(Y<0)=0{(Y>1)=0. Eger F kesin




28 Mustafa Y. Ata, Monte Carlo Sanal Deney Teknidine Giris

artan bir iglev ise 0<y<1 araligindaki her hangi bir y degeri ig¢in,
F(xp)=y denkligini saglayan tek bir x, degeri vardir. Eger x
degerlerinin her hangi bir araliginin timii i¢in, F(x)=y denkligi
saglaniyorsa, bu araliktan her hangi bir x degeri x=x, olarak
alinabilir. Eger G, Y’nin olasilik yogunluk islevi ise, o zaman,

G(y)= Ol( Y<y)=0t(X<xy )= F(x)=y
olur. G(y)=y ve 0<y<l oldugu i¢in, G birim tekdiize olasilik
yogunluk islevidire

Ters donilisim yontemi olarak bilinen yontem, rasgele
orneklemeye tam ve dogrudan kuramsal bir yaklagim oldugundan,
en sik bagvurulan yontemdir. Bu yOntemin dogrudan
uygulanmasi, ancak dagilim iglevinin diizgiin ve siirekli artan bir
islev olmasi durumunda s6z konusudur. Bir dizgenin girdi ve
ciktilarinin hepsi  bu 0Ozellikte olmayabilir. Sanal deney
modelindeki kimi degisgenlerin dagilimi deneysel, kesikli ve
kesin siirekli artmayan nitelikte olabilir. Bu tiir dagilimlarin ters
dagilim islevleri tanimlanabildigi ve bunlardan etkin olarak sanal
gozlem iiretilebildigi durumlarda da, ters doniislim yOnteminin
belli bicimleri uyarlanabilir.

Teorem:2 Ters Doniigiim Yontemi: Dagilim islevinin tersi
F~1(r) = ebas{x € [a,b]: F(x) =1, 0<r <1}

olan X rassal degisgeninin siirekli ve kesin artan dagilim islevi
{F(x), a<x<b}

olsun. R rassal degisgeninin dagilimi birim tek diize [#d(0,1)] ise,
X=F'(R) ®)

rassal degisgeninin dagilimi, F”dir.

Ispat Teorem 1’den

0¢(X <x)=0¢[F1(R) <x] =0¢[R < F(x)] = F(x)

oldugunu gérmek teoremin ispati i¢in yeter.

Birim tek diize dagilimli bir R rassal degisgeninin 7; gibi bir
degeri verildiginde, X rassal degisgeninin kesin siirekli artan F(x)
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dagilimindan (8)’deki ters doniisiimii ile, x; sanal degerinin elde
edilisi Sekil: 1°de gosterildigi gibidir.

F(x):
A F'(x):
1,00 —
0,75 //
r 050 = /
0,25 //
0,00 b=z > x

a b c
Sekil: 1 Kesin artan ve artmayan siirekli

dagilimlarda ters doniistim.

F(x) kesin siirekli artan bir fonksiyon oldugu i¢in, sekilde
de goriildiigii bicimde, verilen bir » degerine karsilik, bir tek x=b
gibi bir deger bulunur.

Teorem:1’in ~ sonucu, dogrudan fers  doniigiim
algoritmasiin bir tanimidar.

Algoritma:1 Ters Doniigiim Algoritmast

Amag: Siirekli ve kesin artan {F(x), a < x < b} dagilimindan
rasgele oOrnekleme ile X rassal degisgeninin sanal goézlem
degerlerini liretmek.

Girdi: {F(r) =1, 0 <r <1} dagilimli R rassal degisgeninin
sanal degerleri ve {x=F"1(r), 0<r <1} degerlerinin
hesaplanabilmesi i¢in gerekli tanimlar.

Cikti: X

Yontem: X <« F'(R)

Ters olasilik dagilimlarindan dogrudan ters doniisiim
yontemiyle rasgele oOrnekleme yapilabilen rassal degisgenler
Cizelge:6’da verilmistir.



Cizelge:6 Olasilik dagilimlarindan dogrudan ters doniisim yoOntemiyle rasgele ornekleme yapilabilen rassal

degisgenler.
Degisgen Dagilim islevi, F(x) Ters Dagilim islevi, F~1(x)
. o, x=1 1, R<o
Bernoulli(o) F(x) = {1 —o x=0 X = {0 R>o

Cauchy(6,1)

1 1 0
F(x)=—+;tan_1<x——), A>0,—0<x<oo,

2 A

X=9+/1.tan[7f(R_%)]

y-1 . Y
x L

Erlang(B,v) F(x)=1- e (@ (Xi'ﬁ') , B>0,y>0, 0< x<o X =—p.log (1_[ Ri>

i=0 ' i=1
Geometrik(o) Fx)=1-(1-0)*Yx=0(1)n __logR

N T log(l log(1—o0)l
Gumbel(a, ) F(x) = e‘e(T),a: Tepe Deger,3 > 0,—00 < x < © . X =a—p(-logR)
0, x<a

Kesikli tek-diize, ktd(a,b)

x—a
F(x) = b—a’ x = a(1)b,

1, x>Db

=[(b—a+1DR|+a




Tek-diize, td(a,b)

F(x) =

X=(b-a)R+a,

R~td(0,1).

Ustel(a)

F(x)=1—e_(§), 0< x<o

X =—a.logR

Weibull(a, c)

c
F(x)=1—e_(§), 0< x <o

1
X = a(—logR)c
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Sekil:1°’de noktalardan olusan egriyle gosterilen F'(x)
dagilimi ise kesin siirekli artan bir islev olmadigindan, her r
degerinin ters doniislimii, X rassal degisgeninin sanal degeri
olarak tek bir deger degil, segilen bolgede oldugu gibi, a < x <
¢ gibi bir aralik verebilir. Siirekli ancak kesin artmayan dagilim
islevinin artmayan bolgeleri i¢in s6z konusu olan bu durum,
kesikli dagilimlarda ve deneysel dagilimlarda geneldir. Bu
dagilimlarda ters doniisiim, Sekil:1°deki gibi, bir aralig1 belirler.
Bu durumda, sanal deger olarak s6z konusu araligin iligkin oldugu
degisgen degeri, ya da bu araliktaki degerleri temsil eden bir
deger alinir.

Kimi rassal degisgenlerin her hangi bir kuramsal dagilimi
bulunmayabilir. Boyle durumlarda s6z konusu degisgenin
deneysel dagilimindan rasgele Orneklemeyle sanal gozlem
degerlerinin iiretilmesinde yine ters doniisim yOntemi
uyarlanabilir. Siirekli bir degisgenin deneysel dagilimi, kuramsal
dagilimlarda oldugu gibi matematiksel bir islev degil, s6z konusu
rassal degisgen degerlerinin belli sayisal degerler arasinda olma
olasiliklarint  bu deger araliklarina esleyen bir cizelge
bigimindedir.

Ters donilisiim yonteminin, deneysel dagilimlara, kesikli
dagilimlara ve siirekli dagilimlarin siirekli artmadig1 bolgeleri i¢in
genellestirilerek  bir  rasgele  Ornekleme  algoritmasinin
olusturulmasinda, Cizelge:6’daki gibi genellestirilmis  bir
deneysel dagilimin simgeleminden yaralanilabilir.

Cizelge:7 Genellestirilmis bir deneysel dagilim.

J X Of(aj_l <X< aj) OZ(XS aj)
1 ag <X< aj Ol(XSaj)— OKXﬁag) Ol(XSaj)
2 aj <X< a) OKXSGZ)- OKXSCII) Ol(XSag)
Jj+1 4 <X< a1, OfX<a;:))- OfX<a) OfX<a)
k-1 7)) <X< Ap g Ol(XSak_j)— 0«X£ak_2) Ol(XSak_,)
k 2] <X< (273 Ol(XSak)- O{(Xﬁak_,) O{(Xﬁak)ZI
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Stirekli bir X degisgenine iliskin Cizelge:7°deki deneysel
dagilimin siif araliklari, j ile gosterilen aralik sira numaralar ile
de temsil edilebileceginden,

O{(XSaj)=0j

olmak {izere, (9)’daki gibi kesikli bir dagilim bi¢iminde de ifade
edilebilir.

(9)’daki kesikli dagilim islevinin grafigi Sekil:2’deki gibi, ardigik
olarak (ag,00), (a50;),....... s (@,0) e , (aror) noktalarim
birlestiren kesikli dogru parcalarindan olusur.

F (i{)

Of=1 /
Of-1
\

03

0>

01.

oo T T T Y/ —T 717"

X
ap ap a; as Ak-1 Ak
Sekil:2 Kesikli dagilim grafigi.

(9)’daki kesikli dagilimin, birim tek-diize dagilimhi R
rassal degisgeninin 7 gibi bir degerine gore ters doniisiimii ise,
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olarak tanimlanabilir. Kesikli dagilimlar ic¢in gegerli olan
(10)’nun, deneysel dagilimlar i¢in uyarlamasi ise, Cizelge:6’nin 1.
ve 2. siitunlarindaki X<«>J doniisiimiine gore (11)’deki gibi
yapilabilir.

Ters donilisiim yontemi, (10)’daki tanima gore kesikli bir
dagilimdan rasgele Ornekleme ile X rassal degisgeninin sanal
degerini; (11)’deki tanima gore ise, deneysel bir dagilimdan
rasgele ornekleme ile X rassal degisgeninin sanal degerini degil,
sanal degerin bulundugu araligin sira numarasim verir. Aralik
sira numarasinin J—X donilistimii ile de sanal degerler elde
edilebileceginden, kesikli ve deneysel dagilimlardan rasgele
ornekleme yontemi olarak genellestirilmis ters doniisiimiin temel
algoritmasi olarak (11) alinir.

J—X doniisiimii; deneysel dagilimlarda, sanal degerin
icinde bulundugu araligt temsil eden bir degeri; kesikli
dagilimlarda ise (11)’deki doniisiim degerini verecek bigimde
tanimlanmak iizere, genellestirilmis ters donilistim yoOnteminin bir
bilgisayar alt-yordami bigiminde programlanabilecek algoritmasi
asagidaki gibi verilebilir. £#’nin biilyilik olmasi durumunda, 6nce o;
ler biiyiikten kiiclige dogru siralanarak Algoritma:2’nin etkinligi
arttirilabilir.
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Algoritma: 2  Kesikli ve Deneysel Dagilimlardan
Rasgele Ornekleme I¢in Ters Doniisiim Algoritmasi.

Amag:  {F;(x),a; <x<b;,j=1Dkfdagiliml X=X, rassal
degisgeninin sanal gézlem degerlerini tiretmek.

Girdi: {F(r)=1,0<r<1}dagimli R rassal degisgeninin
sanal  degerleri  ve {Fj‘l (M0<r< 1} degerlerinin
hesaplanabilmesi i¢in gerekli tanimlar.

Cikti: X

Yontem: X « F,”'(R)

=10k,
r; <o isegik. }

xl(—]

3.3 Red-Kabul Yontemi

Teorem: 3 Y=G(x) dagilimindan y sanal goézlem degerleri elde
edilebiliyorsa, s

o)

s =5V (12)

iliskisini saglayan her hangi bir sabit olmak iizere; lretilen y
degerlerinden,

o)
9 (13)

olasiligiyla kabul edilecek x degerleri, F(x) dagilimli X rassal
degisgenine iliskindir.

Ispat: G(x) dagilimindan Ninci denemede iiretilen y degeri kabul
edilirse;

O¢(X <x)=0f(Yy <x)=0#{Y <x|R< g(y)/sg(y)}
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_0HY < xR< f(y)/sg(y)}

0¢{R < g(y)/sg(y)}
2,08y <, R< f()/sg Y = y}g(y)dy
B O¢{R < f(¥)/sg(»)}

I IfF ) /sglg)dy
O¢R < f(y)/sg(y)}

[ FO)/sggGdy _
& T 0NR < FO)/sg) "

Teorem:3’e gore, Red-Kabul yontemiyle rasgele Ornekleme
yontemi Algoritma:3’teki adimlar izlenerek uygulanir.

Algoritma: 3 Siirekli dagilimlardan Red-Kabul yontemiyle
rassal drnekleme.

Amag: F(x) dagilimh rassal degisgeninin sanal gozlem
degerlerini iiretmek.

Girdi: {F(r=10<r<1}dagihmh R rassal degisgeninin sanal
degerleri, {G _1(7']-)} degerlerinin hesaplanabilmesi i¢in gerekli
tanimlar, s, j=0.

Cikti: X
Yontem: {j = j + 1;
v =G6""(r);
< f(Yj) ise ¢cik}
s9(¥))

X<Ynm
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Sekil:3’deki gibi, a<x<b araliginda tanimli her hangi bir
olasilik yogunluk islevi f{x)’den, red-kabul yontemiyle rasgele

f(x)a g(X), r
A
ol 1 g(x) > -
IR E- “® (x;, 1)) E
1
: B
! (]
P E_ o ® (x2 72) E
: i !
1 . I
1 ' I
1 : I
. - ' #x
0 a 2 b

Sekil:3 Red-kabul yonteminin temel mantigi.

ornekleme i¢in g(x) =s = Enb{f(x), a < x < b} bigiminde
secilebilir ve s=1 olacak bicimde grafik Olgeklendirilebilir.

g(x)’in altinda kalan alanin, ff gx)dx =s.(b—a) =
1.(b — a) = b — a olacag agiktir. Eger, g(x) = ﬁ, a<x<b

olarak tanimlanirsa, f: g(x)dx = 1 kosulu saglanir ve dolayisi
ile X~td(a,b) olur. 3.5.1’de goriilecegi lizere, ters doniisiim
yontemiyle X~td(a,b) rassal degisgeninin sanal gozlem
degerlerini, birim tek-diize R  tek-diize rassal degisgenin r
degerlerinden ters doniisiim yontemiyle iiretmek son derece
kolaydir. Red-kabul yontemine gore, Tretilen y; = x;
degeri, y; < f(y;) kosulunu saglarsa, F(x) dagilimindan
rasgele Orneklemeyle elde edilen sanal gozlem olarak kabul
edilecektir. Sekil:3’de verilen Ornekte gorsel olarak, mavi ile
gosterilen red bolgesine diisen (x;, r;) noktasmin y; < f(y;)
kosulunu saglamadigi; yesil ile gosterilen kabul bolgesine diisen
(x2, 2) noktasinin ise sagladig1 goriilmektedir. Buna gore, iiretilen
x, degeri, F(x) dagilimindan gelmis kabul edilecek; x; degeri ise
red edilecektir.
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Red-kabul yonteminin etkinligi, G(x) dagilimindan
tiretilen degerlerin, F(x) dagilimindan iiretilmis degerler olarak,
(13)’deki kabul edilme olasilig1 ile dogru orantilidir. f{x)’in zarfi
olarak secilecek g(x)’e bagl olarak, Sekil:3’teki zarfin bosta
kalan red alan1 degisir. Bu nedenle, rasgele 6rneklemenin kolay
yapilabilmesi yaninda, zarf islevi g(x); Sekil:4’teki gibi red
bolgesininin olabildigince kiiciik olacagi bigimde se¢ilmelidir.

Jx), g(x), r
A

s=1-l o __ oo
. )
A e 9 (x2,72)
|
|
' l >
0 a X! X2 b

Sekil:4 Red-kabul yonteminin etkinligi.

3.4 Rassal Degisgenler Arasindaki
Matematiksel lliskilerden Yararlanarak Dolayli
Rasgele Ornekleme

Bilinen yontemlerle dogrudan her hangi bir rassal degisgenin
olasilik dagilimindan rasgele 6rnekleme yapilamayan durumlarda,
s0z konusu rassal degisgenin olasilik dagilimi ile dogrudan
rasgele Ornekleme yapilabilen rassal degisgenler arasinda
matematiksel bir bagintinin varligi arastirilmalidir. Eger boyle bir
bagintt varsa, s6z konusu rassal degisgenin sanal gdézlem
degerleri, bu bagintidan yaralanilarak dolayli yoldan elde
edilebilir. Rassal degisgenler arasinda bilinen matematiksel
iliskiler Cizelge:8’de 6zetlenmistir.



Cizelge:8 Rassal degisgenler arasindaki iliskiler.

X Matematiksel iliski ve Y
Dagilim Olasihk Yogunluk islevi, f(x) Kosular Dagilim
v
1 x? 2
Birim Normal, N(0,1 ——e 2,-0<x <0 Y=ZX-2
( 9 ) m = 3 X(U)
u=0,0%= N(0,1)

2 1 1x—py? =g2=1 Poisson(A
Normzal(u,a )s e_f(¥) oo < x < oo H D
Np, 0%) oV2m U=n.o,

6?2 =n.0.(1-0) Binom(n, 0)
n — oo
r=1 Gama(a, 1)
. i
Ustel(a ae " x>0
() Y = ZX“ f=a Erlang(B,v)
[=1
a 1 v XZ
a==,r==
Gama(a,r) _F(r) (ax) e ™, x>0 2 2 )
n
Binom(n, 0) (x) 0*(1 = 0)"*,x = 0(1)n n=1 Bernoulli(o)




f=mn.o, Poisson(1)*
n — oo
-1
Negatif Binom(r, o) (x tr 1 )or—l(l —0)*,x =0(1)o0 r=1 Geometrik(o)
r—
Il + 1/2)] 1 Y )
P Y = ;U~(NO,1),V~
t(r) \/EF(r/Z) 1+ x2/r)(r+1)/2 o< x < = ( ) Xy | t(r)
T T
T2 o /7272 U/r
F(ry,12) [ 2 ] (ra/r2) ! 0<x<o |YV= eri U’VX(Zrl)'V’”X(ZrZ) F(ry,ry)
F(r/2)L(rp/2) (1 +1yx/r)Titr2)/2 2
U
Cauchy(6,7) @)1+ (x—0)/22]7,  A>0. V=3 U~NQLV~NOL); |4y,
6=01=1
—_— ¢ .
Y = [XTEO] , Y>0 Ustel(1)1
. _(x=&)\°¢ X Gumbel:
Weibull(c,a,&0) | cq-i[(x - g)/alee (7)), ¢>0a> 0158 |¥=-clog(5) =0 e
Y =X¢0=a “~Gama(6,7)
(6> 0,6>0,7>0) Pareto
Y=%X, y=1 Ustel(B)

Erlang(B,v)

i , £>0y>00< x<o

y-1 .
Pl oS &/B)
.

" Hogg,R.V.-Craig,A.T.(1970:179).
f Johnson, N.L.-Kotz, S.(1970:160; 250; 266;266).




3.5 Sirekli Rassal Degisgen Dagilimlarindan
Rasgele Ornekleme

Ornek:1 a.b birim karelik dikdortgen bir alan igine rasgele
atiglarin - koordinatlari, koordinat diizleminin baslangict s6z
konusu dikdortgen alanin merkezi olmak iizere;

X~td (=5,5) Y ~td(=3.3)
biciminde tanimli birbirinden bagimsiz iki tek dilize rassal
degisgendir.

a=4, b=6, r; = [10*%.23.7_;mod(10* + 1)]/10%]
olmak tizere, Sekil:5’deki bdyle bir dik dortgen alan igine yapilan
ilk on rasgele sanal atisa iliskin koordinatlarin dogrudan ters
doniisim yontemine gore hesaplanisi Cizelge:9’da goriildigi
gibidir.

Sekil: 5 4x6 birim karelik bir dik
dortgen alan igine yapilanilk 10
rasgele sanal atis.

o]
=)

P L J
2 *
L 2
L 2 t ¢
2
2 1 0 1 2

’.-9

N
2

w




Cizelge:9 4X6 birim karelik bir dik dortgen alan igine yapilan ilk
on rasgele sanal atisin koordinatlari.

i rf x; =4r =2 u y; =6rf —3
0 0,1234 - 0,4321 -

1 0,8382 1,3528 0,9383 2,6298
2 0,2786 -0,8856 0,5809 0,4854
3 0,4078 -0,3688 0,3607 -0,8358
4 0,3794 -0,4824 0,2961 -1,2234
5 0,7262 0,9048 0,8103 1,8618
6 0,7026 0,8104 0,6369 0,8214
7 0,1598 -1,3608 0,6487 0,8922
8 0,6754 0,7016 0,9201 2,5206
9 0,5342 0,1368 0,1623 -2,0262
10 0,2866 -0,8536 0,7329 1,3974

Ornek:2 Bir yaris pistindeki iki aragtan ondekinin hiz
H,~td(90,120) km/saat, arkadakinin hiz1 ise H,~td(80,130)
km/saat’dir. Yarig bagladiktan sonra her iki aracin ortalama
hizlarina ¢iktiklar1 bir noktada, birinci aracin ikinci aragtan 20

metre oldugu gozlenmistir. 5 saniye sonra aralarindaki mesafe ne
olabilir?

Her iki aracin da ortalama hizlarina ¢iktiklar1 baslangic
noktasindan sonra, her saniyede bir hiz degistirdikleri varsayimi
altinda, z. saniye sonunda aralarindaki mesafenin,

m; = 0'27(h1i - hZi)' i = 1(1)2
M,=my+Y_ mm

biciminde ifade edilebilecegi, Sekil:6 yardimi ile goriilebilir.
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zaman,i sn

A

mesafe,m, mt

my m; m; ms; my ms

Sekil: 6 zaninda araglar arasindaki mesafe.

Cizelge:10°da verilen birim tek-diize degisgen degerlerine
gore, Cizelge:6’da verilen dogrudan ters doniisim yontemiyle
H,~td(90,120)km/saat ve H,~td(80,130)km/saat
dagilimlarindan rasgele Ornekleme degerleri, m; ve M,
tanimlarinda yerlerine konarak, bir deneme sonunda, araglarin
arasindaki mesafenin 11,778 metre olacagi bulunur.

Cizelge:10 H,~td(90,120)km/saat ve H,~td(80,130)km/saat
hizda giden iki arag¢ arasindaki mesafenin benzetimi.

. H
/%4 r h; rp? h;; m; M;

0 | 0,167239 - 0,023156 - 20 20

1 0,846494 | 115,395 | 0,532588 | 106,629 | 2,435 22,435

2 | 0,469343 | 104,080 | 0,249512 | 92.,76 | 3,223 25,658

3 | 0,794879 | 113,846 | 0,738771 | 116,939 | -0,859 24,799

4 ] 0,282199 | 98.,66 | 0,991717 | 129,586 | -8,644 16,155

5 | 0,490571 | 104,717 | 0,809469 | 120,473 | -4,377 11,778




3.6 Kesikli ve Deneysel Dagilimlardan Rasgele
Ornekleme

Ornek:1 Olgusal diinyada mutlak hilesiz bir yoktur. Ancak,
olasilik dagilimu, olan hilesiz bir zarin sanal gézlem
degerleri, Cizelge:6’daki tanima gore kolayca iiretilebilir.

Hilesiz iki zarla oynan bir sans oyunu, asagidaki gibi
tasarlanabilir.

o[RSl o)
=X,

g i
— R = o

ve olmak iizere, olasilik dagilimlar1 verilen iki
rassal degisgen cinsinden bigiminde tanimlanan bir
rassal degisgene iliskin ilk on sanal gozlem degerlerinin elde
edilisi Cizelge:11°de verildigi gibidir.

Cizelge:11 Hilesiz iki zarla oynan bir sans oyununda ilk on sanal
deneme sonucu.

i i 2

0 |0,015432 - 0,278901 - -

1 |0,354936 3 0,414723 3 27
2 10,163528 1 0,538629 4 1
3 10,761144 5 0,388467 3 125
4 10,506312 4 0,934741 6 4096
5 10,645176 4 0,499043 3 64
6 [0,839048 6 0,477989 3 216
7 10,298104 2 0,993747 6 64
8 10,856392 6 0,856182 6 46656
9 |0,697016 5 0,692186 5 3125
10 |0,031368 1 0,920273 6 1




4 Monte Carlo Tiimlev 45

Ornek:2 Hileli bir zarin deneysel dagilimi, Cizelge:12a’daki gibi
olsun. Hileli zarin modeli olarak her hangi kuramsal bir dagilim
onerilemeyecegi icin bu hileli zarin sanal degerleri, verilen
deneysel dagilimdan Algoritma:2’de  tanimlanan rasgele
ornekleme ile elde edilebilir. Bu hileli zarin, sanal ortamda 5 kere
atilmast sonucu gozlenen sanal degerleri Cizelge:12.h’nin son
stitununda goriilmektedir.

Cizelge: 12 Hileli Bir Zarin Benzetimi.

a. Hileli Bir Zarin

Deneysel Dagilimi.
J | ai | OfX<Za)=o;
1 1 0.17
2 |2 0.35
313 0.55
4 | 4 0.75
515 0.85
6 | 6 1.00
b. Deneysel Dagilimdan Ters Doniisiim Yontemi ile Rasgele
Ornekleme.
i Fi 0i.1 <K< 0; I Xi=a;
1 | 0.844 0.75 << 0.85 5 S
2 | 0417 0.35 <ri< 0.55 3 3
3 | 0.596 0.55 <ri< 0.75 4 4
4 1 0.709 0.55 <ri<0.75 4 4
5 10.306 0.17 <ri< 0.35 2 2

Bu sanal degerlerin elde edilmesinde kullanilan birim tek-
diize degisgen degerleri Cizelge:12b’nin ikinci silitununda
ondaliktan sonra li¢c haneye kadar verilmistir. Cizelge:125’nin
liclincii stitununda, i. deneme i¢in belirlenen 7; degerinin birikimli
olasilik eksenindeki hangi olasilik araliginda oldugu; dordiincii
siitunda bu araligin sira numarasi; ve son siitunda da, birikimli



olasilik eksenindeki aralik sira numarasina karsi gelen X rassal
degisgeninin ters doniisiimle elde edilen sanal degerleri
goriilmektedir. »,=0.844 degeri, sira numarasi ;=5 olan
0.75<r;<0.85 birikimli olasilik deger araligina diistii§iinden, ters
doniislim yontemi birinci denemede hileli zarin sanal gozlem
degerini x;=as=5 olarak verir. Ayn1 sanal degerin ters doniisiim
yontemi ile elde edilisi grafiksel olarak Sekil:7’de gosterilmistir.

0l(X <x)

A

1.00
0.85

0.844
0.75

A 4

0.55 e

0.35

0.17

0.00 \ J X
1 2 3 4 5 6

Sekil:7 Hileli bir zarin birikimli olasilik diyagrami ve
ilk atis sonucunun ters doniisiimle elde edilisi.

Algoritma:2’ye gore, bu ornekteki ilk sanal degerin elde
edilisinde izlenen adimlar Cizelge:13’de siralanmistir. Dongii
icindeki r;<o; kosulu j=5 oldugunda saglandigindan, x; =5 sanal
degeri x;=as« j=5 doniisiimii ile elde edilmistir.
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Cizelge:13 Algoritma:2’ye gore hileli zara iliskin
ilk sanal gozlem degeri.

r1<o; Xr=a;
0.844>0.17 -
0.844>0.35 -
0.844>0.55 -
0.844>0.75 -
0.844<0.85 x;=as=3

N[N — [~

Ornek: 3 Bir durakta otobiis bekleme siiresinin olasilik yogunluk
islevi,

0, x<0

(x+1)/9,  0<x<l

(4x-2)/9, 1<x<15

f(x)=1(10-4x)/9, 15<x<2

(4-x)/9, 2<x<3
1/9, 3<x<6
0, 6<x

olsun. Verilen olasilik yogunluk islevinin grafigi Sekil:8a’daki
gibidir.

1) 4
4/9 [
2/9 =
1/9
| | | | | > x
0 1 2 3 4 5 6

Sekil:8.a Otobiis bekleme siiresinin olasilik yogunluk
islevi .



Bir yolcunun, siirelerde bekleme olasiliklart ise,

a,.,
Olla; <x<aj)= _[f(x)dx
a

J

tanimina gore hesaplanabilir. Bu bekleme siirelerinin hesaplanan
olasiliklar1 ve birikimli olasiliklar1 Cizelge: 6’daki diizenlemeye
uygun olarak Cizelge:14’de verilmistir.

Cizelge:14 Bekleme siirelerinin  olasiliklar1  ve
birikimli olasiliklari.

J a; Ol’(aj.l <X<a)) 0/(X< aj)=o;
0| 0 0 0,000
1] 1 3/18 0,166
2115 3/18 0,333
3| 2 3/18 0,500
4| 3 3/18 0,660
51 6 6/18 1,000

Bekleme siiresinin  dagilimi  F(x)’in grafiginin Sekil:8.b’de
gosterildigi  bicimde, (0,0), (1,3/18), (1.5,6/18), (2,9/18),
(3,12/18), (6,1) noktalarim1 birlestiren 5 dogru pargasindan
olusacagi goriilebilir.

Sekil:8.b Otobiis bekleme siiresinin dagilima.

% 1
0,5
0

0 1 2 3 4 5

Bu bilgilerin 1s18inda bekleme siiresinin kesikli dagilim
islevi,
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(3/18)x, 0<x<l;
G/18)2x-1),  1<x<L5;
F)=13/18)2x-1), 15<x<2;
G/I8)(x+1),  2<x<3;
Q/18)(x+3),  3<x<6.

bi¢ciminde ve dagilim fonksiyonunun tersi de,

6r, 0<r<3/18;
3r+1/2, 3/18<r<6/18;

Flo)={3r+1/2,  6/18<r<9/18;
6r—1, 9/18<r<12/18;
9r -3, 12/18<r<l1.

olarak yazilabilir.

Elde edilen ters dagilim fonksiyonu, birikimli olasilik
eksenindeki beg araligin her biri i¢in farkli doniisiim igermektedir.
Bu doniisiimlere, iliskin olduklar1 aralik sira numaralan ile
erisilebilir. Deneysel dagilimlardan ters doniisiim teknigi ile
rasgele ornekleme yaparken oldugu gibi, Birim tek-diize rassal
degisgen degeri r; verilmigken, Once Algoritma:2’den
yararlanarak aralikk sira numarast j; ve sonra da, j. ters
dontisimden sanal gozlem degeri elde edilir. Cizelge:15°de,
verilen birim  tek-diize rassal degisgen degerlerinden,
Algoritma:2’de tanimlanan genellestirilmis ters doniisiimle
bekleme siiresinin sanal gozlem degerlerinin nasil hesaplanacagi
gosterilmistir.

Cizelge:15 Bekleme Siiresinin Kesikli Dagilimindan Ters
Déniisiim Yontemi ile Rasgele Ornekleme.

x=F"y(r)

9(0.844)-3=4.596
3(0.417)+0.5=1.751

6(0.596)-1=2.576

Fi 0;-1 Sri< 0;
0844 | [12/18<ri< 1
0.417 | 6/18 <ri< 9/18
0.596 | 9/18<r< 12/18

B~

W [N | — |~




